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Summary: Circular targets in perspective projec-

tion – in an image and in bundle adjustment. The

perspective of a circular target generally is an el-

lipse, its centre e′, however, differs from the pro-
jected target centre m′. If e′ is introduced into a
bundle block adjustment instead ofm′ it may cause
sensible deformations. A strict derivation of m′ is
presented by solving the polarity N = C′m′, with N
the normal of the target and C′ the matrix of the
target ellipse in the image. Its solution by single

value decomposition (SVD) gives two values for

N,m′, which in the context of a bundle block can be
resolved easily. In section 4 the treatment of over-

determined circular targets in a bundle adjustment

is discussed. Three correspondence models are pre-

sented. The irst two rely on the points of the ellipti-
cal target which were extracted from its digital im-

age function. The centre of the circular target is

determined in 3D, respectively, the target circle as

a whole and their statistical uncertainties. The third

model solves the correspondence by reconstructing

the target in object space directly from its pixel

grey values: the target plane and its brightness

function, following the concept of facets stereo vi-

sion. It applies the original digital image function

completely comprising the rays of all pixels around

each target (called here a pixel bundle), and it de-

rives the parameters by Gauß-Markov-optimiza-

tion. In all, it is able to provide the optimal solution.

This concept immediately may be transferred to

general key points. Thus, the classical bundle block

composed of all rays to object points may evolve to

a block of pixel bundles, each referring to a key

point or a circular target and their close surround-

ings.

Zusammenfassung: Die Perspektive einer Kreis-

marke K ist im Allgemeinen eine Ellipse, deren

Mittelpunkt e′ jedoch von der projizierten Kreis-
mitte m′ verschieden ist. Benutzt man e′ in einer
Bündelblockausgleichung anstelle von m′, so kön-
nen spürbare Verformungen des Bündelnetzes auf-

treten. Es wird eine strenge Herleitung von m′ vor-
gestellt durch Lösung der Polarität N = C′m′, mit N
der K-Normalen und C′ der Matrix der K-Ellipse
im Bild. Mit Hilfe einer SVD (single value decom-

position) von C′ erhält man zwei Wertepaare für
N,m′, das zutreffende davon ergibt sich leicht in
einer Bündelausgleichung. Im Teil 4 wird die Be-

handlung von überbestimmten K in einer Bündel-
ausgleichung mit drei Korrespondenzmodellen dis-

kutiert. Die ersten beiden verwenden die Punkte

der K-Ellipse, die aus der digitalen Bildfunktion
extrahiert worden waren. Es wird die K-Mitte im
3D-Raum bestimmt bzw. die K als Ganzes ein-

schließlich der statistischen Unsicherheit. Das drit-

te Modell löst die Korrespondenz durch die Rekon-

struktion der K im 3D Raum direkt aus den origi-
nalen Pixelgrauwerten: die K-Ebene und ihre Hel-
ligkeitsfunktion nach dem Konzept des Facetten-

Stereo-Sehens. Dabei werden die Abbildungsstrah-

len der Pixel der K-Umgebung (hier genannt Pixel-
bündel) vollständig herangezogen und daraus die

Modellparameter in einer Gauß-Markov-Optimie-

rung abgeleitet. Das Modell ist in der Lage, die op-

timale Lösung zu erreichen. Das Konzept kann

leicht auf die Verarbeitung von “natürlichen Punk-

ten” (key points) übertragen werden. Daher könnte

der klassische Bündelblock, bestehend aus der Ge-

samtheit von Strahlen zu Objektpunkten, weiter

entwickelt werden zu einem Block aus Pixelbün-

deln, entweder zu einem natürlichen Punkt oder

einer künstlichen Marke und deren enger Umge-

bung.
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das vorliegende durchsichtig werden und ele-
gant lösbar sind.
Generell sind signalisierte Punkte am Ob-

jekt für Bündelblöcke des Nahbereichs wich-
tig, wenn höchste Ergebnisgenauigkeiten er-
reicht werden müssen. Die Gestaltung von
Punktmarken und ihre Eigenschaften sind
daher immer wieder und sehr gründlich un-
tersucht worden (siehe Luhmann 2010 und die
dort angegebene Literatur). Die aus Linien
aufgebauten Marken, z. B. ein Quadrat, sind
a priori frei von der Markenexzentrizität im
Bild (Abb. 1): In der perspektiven Abbildung
bleiben Geraden und Geradenschnitte erhal-
ten, der Mittelpunkt eines Quadrates kann –
mathematisch gleichwertig – vor oder nach der
Abbildung aus seinen Randpunkten bestimmt
werden. Dennoch scheinen Kreismarken auch
heute noch bevorzugt zu werden, vermutlich
wegen ihrer stabileren Rekonstruktion aus ge-
störten Punktmarken. Projizierte Kreismar-
ken sind aber als quadratische Funktion nicht
frei von Exzentrizitäten, auch wenn es oft nur
um kleine Beträge geht. Selbst diese lassen
sich minimieren, wenn man möglichst kleine
Marken verwendet. Die Perspektive kommt
im Differentiellen, wenn die K im Bild kleiner
ist als die Kamerakonstante, der Afinabbil-
dung recht nahe. Die Exzentrizität kann dann

1 Einführung

Kreismarken (künftig mit K bezeichnet) bil-
den sich in einer Kamera im Allgemeinen als
Ellipsen ab (Abb. 1). Der Ellipsenmittelpunkt
– leicht aus seinen Randpunkten zu berechnen
– weicht jedoch vom projizierten Kreismittel-
punkt ab. Gerade dieser wird aber benötigt,
weil nur er mit Projektionszentrum und Kreis-
mittelpunkt am Objekt kollinear ist. Dies ist
die entscheidende Voraussetzung für die auf
Bildpunkten basierende, klassische Bündellö-
sung zur Orientierung von photogrammetri-
schen Bildern. Will man viele Bilder sehr ge-
nau gemeinsam orientieren und hat das erfass-
te Objekt eine Reihe von Kreismarken, so sind
die projizierten Kreismitten anstelle der Ellip-
senmitten unverzichtbar zur Vermeidung von
systematischen Verformungen des Bündel-
blocks. Dies allein ist schon Grund genug, sich
mit dieser Problematik zu befassen. Darüber
hinaus stößt man auf die gleiche Aufgabe bei
der Rekonstruktion von Kreisen als Elemente
von hergestellten Objekten aus Industrie oder
Kultur. Lösungsvorschläge zu diesem Thema
gibt es seit Langem, siehe z. B. den strengen
von Kager (1981) oder die Abschätzung nach
DoLD (1997). Dabei zeigt sich, dass mit alge-
braischer projektiver Geometrie Probleme wie

Abb. 1: Kreismarke im Objektraum und im Perspektivbild; links: Kreismarke im Objektraum: Qua-
drat und Kreis (Radius r) mit gemeinsamer Mitte M + bzw. o und Objektgrauwerten G

2
,G

1
; rechts:

Perspektivbild von K: o = Ellipsenmitte e′, + = projizierte K-Mitte m′ = Mitte von proj. Quadrat;
– – – Hilfslinien. Die Bildfunktion der Ellipsenlinie besitzt meist eine Breite von wenigen Pixeln.
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metrischen Aussagen erzielen. Das Ergebnis
reicht aber aus, weil aus dem Strahlenbündel
des Bildes nur der spezielle, zum Kreismittel-
punkt führende Strahl mit seinen zwei Kom-
ponenten interessiert, die Distanz und damit
der Kreisradius aber nicht.
Darüber hinaus ergibt der spielerisch ex-

perimentelle Umgang mit der Trägerebene
von K , dass es für sie eine zweite Stellung im
Raume gibt, die ebenfalls mit der Bildellip-
se verträglich ist. Wenn die Ellipse zentrisch
auf den Bildachsen x′ y′ liegt, ist die zweite
Lösung sogar genau symmetrisch zur ersten
(Abb. 2). Bei exzentrischer Ellipse zeigen die
zwei Lösungen keine Symmetrie. Im Son-
derfall einer K parallel zur Bildebene fallen
beide Lösungen zusammen, das K-Bild stellt
einen Kreis dar und sein Mittelpunkt ist be-
reits die gesuchte Lösung. Die Vielfalt der
Lösungen ist aber noch nicht erschöpft. Die
vom Projektionszentrum zur Bildellipse ver-
laufenden Strahlen deinieren v o r Betrach-
ter und Bildebene einen Kegel, den es jedoch
auch d a h i n t e r geben muss durch Ver-
längern der Strahlen nach hinten und dort die
zentralsymmetrisch gelegene Kreismarke er-
gibt. Es ist klar, nur Lösungen mit positiven Z-

tolerierbar sein. Man hat aber das Risiko von
Ungenauigkeiten (die Zahl an Pixeln pro El-
lipse ist klein), zudem die Unbequemlichkeit,
die K an Aufnahmeentfernungen und Kamera
anpassen zu müssen. Mit einer strengen, für
jede K-Größe einsetzbaren Methode der K-
Zentrumsbestimmung im Bild – wie hier vor-
gestellt – gewinnt man Flexibilität und Genau-
igkeit und kann das an sich sehr hohe Potential
an relativer Lokalisierungsgenauigkeit durch
digitale Bildverarbeitung voll nutzen.
Dem skizzierten Problem wollen wir uns

zuerst geometrisch anschaulich nähern und
danach einen strengen algebraischen Lösungs-
weg herleiten. Man lege ein Auge des Betrach-
ters in das Projektionszentrum O (Abb. 2) und
schaue über die Ellipse im Bild hinaus in den
Objektraum, wo auf einer Trägerebene eine
Kreismarke mit frei gewähltem Radius r (z. B.
r = 1) liegen möge. Durch Drehen und Ver-
schieben der Trägerebene kann man Kreis-
marke und Bildellipse zur Deckung bringen,
also die Kreismarke rekonstruieren, jedoch
– im Hinblick auf den beliebigen Kreisradius
– nur mit unbekanntem Abstand zum Projek-
tionszentrum. Mit dem Strahlenbündel ei-
nes Bildes allein kann man bekanntlich keine

Abb. 2: Zwei Rekonstruktionen K
1
und K

2
einer Kreismarke im Strahlenkegel ihrer Ellipse E bei

frei gewähltem K -Radius r. E in der Bildebene B mit Kamerakonstante c steht hier mit ihrem gro-
ßen Durchmesser 2a senkrecht auf der Zeichenebene, nur der kleine Durchmesser 2b auf der
x′-Achse ist sichtbar, ebenso wie die Koordinatenachsen X, Z und x′, z′; die Ellipsenmitte e′ im
Koordinatenursprung von x′ y′ z′; M

1
,M

2
: rekonstruierte K -Mitten vor der Bildebene, ihre Bilder

m′
1
, m′

2
liegen immer auf dem kleinen Ellipsendurchmesser 2b, hier auf x′ und symmetrisch zur

z′-Achse; N
1
, N

2
Normalen der K mit Neigungswinkeln θ.
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und geneigt, z. B. X, dagegen homogene Vek-
toren und Matrizen aufrecht, z. B. x, C, stets
alle fett. Das Zeichen = zwischen homogenen
Vektoren bedeutet Proportionalität, sind sie
euklidisch normiert (die letzte Komponente
ist 1), so gilt die Gleichheit der Vektoren. Es
werden Rechtskoordinatensysteme eingeführt
(Abb. 2): XYZ für den Objektraum, Ursprung
im Projektionszentrum O, parallel dazu in
der Bildebene die auf den Hauptpunkt bezo-
genen Koordinaten x′

kal
, y′

kal
einer kalibrierten

Kamera mit Konstante c
kal
. Wir gehen jedoch

über zu euklidisch normierten Bildkoordi-
naten x′ = [x′

kal
/ c
kal
, y′

kal
/ c
kal
, 1]T = [x′, y′, 1]T,

d.h., c = 1, und die 3 × 3-Kameramatrix wird
einfach: K = I, vgl. (Förstner & WrobeL

2004, 222, Luhmann 2010, 253). Die positive
Z-Achse ist zugleich optische Aufnahmeachse
der Kamera.
Zwischen PunktenX = [X, Y, Z]T des Objekt-

raumes und der Bildebene x′ = [x′, y′]T bestehe
die Perspektivbeziehung

x′ = X / Z, y′ = Y / Z , (1)

wobei gelten soll Z > 1. Es wird unterstellt,
dass ein Datensatz von Ellipsenpunkten aus
dem Bild extrahiert und erfolgreich in eine
Ellipsengleichung samt Dispersionsmatrix
D(c

ij
), siehe z. B. (Förstner & WrobeL 2004,

89), überführt wurde

c′
11
x′2 + 2c′

12
x′y′ + 2c′

13
x′ + c′

22
y′2 + 2c′

23
y′

+ c′
33
= 0 (2)

oder in homogenen Größen

0=x' C'x'
T [ ]', ',1

T
x y=x'

11 12 13

21 22 23

31 32 33

' ' '

' ' ' .

' ' '

T

c c c

c c c

c c c

 
 =  
  

C'=C'

Die Bildkoordinaten x′, y′ in (2) ersetzen wir
durch Objektkoordinaten aus (1):
c′
11
X2 + 2c′

12
XY + c′

22
Y2 + 2c′

13
XZ + 2c′

23
YZ

+ c′
33
Z2 = 0

Punkte [X, Y, Z] auf dem Kreis in 3D erfül-
len diese Gleichung, aber auch Punkte –X, –Y,
–Z auf einer zentralsymmetrisch gelegenen
Kreismarke hinter der Bildebene. Wir haben

Koordinaten sind praktisch relevant. Es bleibt
bei zwei Lösungen vor der Bildebene. Welche
davon die richtige ist, lässt sich mit dem Ein-
zelbild allein nicht entscheiden, wohl aber mit
jedem weiteren Bild (mit unabhängigen Ori-
entierungsparametern), in dem dieK als Ellip-
se vorkommt, insbesondere in einem Bündel-
block. Halten wir fest, wir benötigen von einer
K nur ihre Normale und ihren Mittelpunkt.
Auf der Suche nach einem strengen Verfah-

ren erweist sich die Literatur über die Rekon-
struktion von Kreisen als sehr hilfreich (Ka-
ger 1981, D’home et al. 1990, Forsyth et al.
1991, Kanatani 1993, PhiLiP 1997). Mit die-
sen Grundlagen lassen sich die geometrischen
Beziehungen restlos abklären. Hierüber wird
mit Ergänzungen und numerischen Beispielen
berichtet.
Insgesamt wird der Beitrag folgendermaßen

gegliedert. Im Teil 2 werden die projektiven
Grundlagen zusammen getragen und die Lö-
sung der Aufgabe aufgezeigt. Danach werden
die geometrischen Abhängigkeiten charakte-
risiert, numerische Beispiele demonstrieren
die Notwendigkeit, die hergeleiteten Bezie-
hungen in Bündelblöcken zu nutzen. Danach
befassen wir uns mit Korrespondenzmodellen
von Punktmerkmalen im Bündelblock, auch
solchen, die ausschließlich mit Grauwerten
formuliert sind. Wir vergleichen sie nach ihrer
statistischen Qualität und ihrer Bedeutung für
die künftige Bündelblocklösung.

2 Projektive Grundlagen: Der
Kreis und sein projizierter
Mittelpunkt

Wir haben das Ziel, die projizierte Kreismitte
allein aus den Bilddaten derK (Ellipsenmatrix
C′ = [c′

ij
], i, j = 1…3, innere Orientierung der

Kamera) im Kamerakoordinatensystem zu be-
stimmen. Das heißt aber, es müssen Beziehun-
gen zwischen den geometrischen Gebilden im
Objektraum (Trägerebene des Kreises, Kreis
und seine Mitte) und in der Bildebene (Ellip-
se, projizierte Kreismitte) gefunden werden.
Für die Herleitungen wird die algebrai-

sche projektive Geometrie herangezogen. Eu-
klidische Vektoren des Bildraumes werden
klein, geneigt und mit Apostroph geschrie-
ben, z. B. x′, und die des Objektraumes groß
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unmittelbaren Anschauung, obwohl sie alge-
braisch existieren. Bei einer allgemeinen Pola-
rität l′ = C′x′ hat man oft, dass der Pol x′ nicht
allzu weit außerhalb der zugehörigen Ellipse
C′ liegt und dass die vom Pol ausgehenden El-
lipsentangenten in Ellipsenpunkten von der
Polare l′ geschnitten werden. Auf diese Weise
kann man die allgemeine Polarität auch herlei-
ten. Eine Grenzsituation ergibt sich, wenn sich
der Pol der Ellipse nähert und ihn berührt: die
zwei Tangenten vereinigen sich mit Pol und
Polare. Für Pole im Inneren einer Ellipse ge-
hört eine außerhalb liegende Polare, falls Pol
und Ellipsenmittelpunkt identisch sind, bein-
det sich die Polare im Unendlichen (Anhang
7.2). Das ist die hier gegebene Situation. In der
Gruppe der projektiven Abbildungen (auch
Kollineationen, Homographien oder projekti-
ve Transformationen genannt) gehört l′ = C′x′
zur Untergruppe projektiver Korrelationen
und zwar speziell zu den Polaritäten wegen
der Symmetrie von C′. Eine reguläre Polarität
transformiert dualisierend Punkte in Geraden
oder umgekehrt. Jeder Punkt x′ des 2D Rau-
mes kann mit C′ in eine Polare transformiert
werden und umgekehrt. In höher dimensiona-
len Räumen als hier werden durch Korrelati-
onen Punkte in Hyperebenen transformiert.
In der Photogrammetrie ist bekanntlich eine
singuläre Korrelation viel im Gebrauch, näm-
lich in Verbindung mit der Epipolargeometrie
zweier Bilder: wenn ein Punkt eines Bildes in
eine epi-polare Linie in einem Nachbarbild
transformiert wird, um darauf den korrespon-
dierenden Bildpunkt zu suchen.
Nach diesen projektiven Grundlagen befas-

sen wir uns mit der Lösung der Gleichung N
= C′m′. Im Allgemeinen ist eine übliche Glei-
chungslösung nicht möglich, da beide Vekto-
ren N und m′ unbekannt sind. Im Sonderfall
jedoch, dass die K-Ebene von vornherein par-
allel zur Bildebene liegt, stellt MatrixC′, leicht
erkennbar, einen Kreis dar, und es gilt N =
[0 0 1]T. Diesen Zustand kann man auch alge-
braisch herstellen mit Hilfe erlaubter Umfor-
mungen. Man erreicht dies in Schritten mittels
Rotationen des Bildkoordinatensystems x′ y′
z′. Sie sind als konforme Transformationen zu-
lässig, d.h. das Strahlenbündel des Bildes wird
dabei nicht deformiert. Schritt 1: Rotation des
Koordinatensystems auf die Eigenachsen x″,
y″, z″ der Matrix C′. Sie selbst wird diagonal

sie aber bereits ausgeschlossen. Im weiteren
Vorgehen werden überschlanke oder gar ent-
artetete Ellipsen mit Neigungswinkeln θ →
90°, Abb. 2, übergangen. Ihre Extraktion aus
der Bildfunktion wäre grenzwertig. Sie wären
in einer Bündelausgleichung nicht genau ge-
nug. Deshalb haben wir es nur mit regulären
Ellipsenmatrizen C′ zu tun.
Entscheidend für den Lösungsweg ist die

Erkenntnis, dass zwischen den gesuchten
Größen, nämlich der Normalen N der K-Trä-
gerebene und der projiziertenK-Mittem′, eine
direkte Beziehung besteht in Form einer Po-
larität:

N = C′m′. (3)

Dies sei folgendermaßen gezeigt. Es ist be-
kannt (siehe z. B. Förstner & WrobeL 2004,
775), dass man mit geometrischen Fernele-
menten des Bildraumes die Orientierung von
zugehörigen Elementen im Objektraum be-
stimmen kann, ein bemerkenswertes Poten-
zial der algebraischen projektiven Geometrie.
Im Anhang 7.1 wird beispielsweise hergelei-
tet, dass allgemein die Normale N einer Ebene
gleich dem Parametervektor l′∞ ihrer abgebil-
deten Ferngeraden ist:

N = l′∞ . (4)

Nun wird man nicht garantieren können,
für alle Werte von N die Ferngerade der K-
Ebene im Bild direkt anzutreffen. Deshalb
muss man l′∞ – was für alle sinnvollen Werte
vonNmöglich ist – aus den projektiven Eigen-
schaften der hier als Marke gewählten Figur
herleiten, dem Kreis und dessen Bild, die El-
lipse, mit Hilfe von Polaritäten mit Ferngera-
den. Auf derK im Objektraum hat man die Po-
larität zwischen Kreis C , seinem Mittelpunkt
M als Pol und der Ferngeraden l∞ der Träger-
ebene als Polare (Anhang 7.2). Bei der projek-
tiven Abbildung bleibt die Polarität invariant
(Anhang 7.3). Im Bild existiert zwischen den
abgebildeten Größen m′, C′ und l′∞ wieder
eine Polarität, also

l′∞ = C′m′, (5)

woraus mit (4) Gleichung (3) folgt. Die Pola-
ren als Ferngeraden entziehen sich häuig der
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die ins Bild projizierte K-Mittem′. Für die ur-
sprüngliche Kamera erhält man [m′

1
,m′

2
]T =

[(X
M
/ Z

M
)c
kal
,[Y

M
/ Z

M
)c
kal
]T.

Die beiden Lösungen für die projizierte
Mitte einerK kann man also ohne Näherungs-
werte allein aus ihrer Bildellipse bestimmen
ohne irgendeine Approximation.

3 Der projizierte
Kreismittelpunkt im Bild:
Interpretationen und Beispiele

Das Perspektivbild einer K wird man in al-
len Größen antreffen, von nur wenige Pixel
zählenden bis zum Bildformat füllenden oder
das Format schneidenden Größen. In beiden
Extremen kann die statistisch zuverlässige
Bestimmung von C′ unmöglich sein: es sind
zu wenige Randpunkte für eine Ellipse vor-
handen, weniger als fünf, oder die Ellipse
erscheint im Bild mit einem zu kleinen Aus-
schnitt. Hier sei mit wenigen Simulationen ein
Einblick in die Beträge der Exzentrizitäten
gegeben, ohne allzu sehr ins Detail zu gehen.
Dies sei dem interessierten Leser überlassen.
Primär sind die K von Bündelblöcken im Vi-
sier, also kleine K.
Es seien im Objektraum geeignete K dei-

niert und in die Bildebene abgebildet worden.
Daraus kann die Exzentrizität ∆ (e′) der Ellip-
senmitte e′ gegenüber der projizierten K-Mit-
te m′ direkt berechnet werden oder mit PhiLiP
(1997) über

( ) [ ]0 0 1 ∆ −
 

-1
e' =m'-e'=C'

T
N . (8)

Für die Simulationen wählen wir K-Ebenen
mit Mittelpunkt M = [X

M
, Y

M
, Z

M
]T und Nor-

male N, deiniert mit den Winkeln α und β,
Abb. 3, so dass N = [sin β,–sin α sin β, cos α
cos β]T und NT N = 1.
Objektpunkte X = [X, Y, Z]T auf der K-

Ebene erfüllen die Ebenengleichung NT (X –
M) = 0. Der K-Ebene wird ebenfalls ein 3D-
Rechtskoordinatensystem xyz zugeordnet mit
der z-Achse auf der Normalen N. Punkte ha-
ben die Koordinaten x = [x, y, z]T, mit z ≡ 0,
ihr Ursprung sei in der K-Mitte M . Eine der
Achsen kann man frei wählen wegen der Ro-
tationssymmetrie des Kreises: y liege hier ho-
rizontal und normal zu X und N. Der K-Kreis

mit Eigenwerten λ
1
≥ λ

2
> λ

3
. Im Beispiel der

Abb. 2 liegt die Ellipse auf den Koordinaten-
achsen, ihre große Achse auf y″, die kleine auf
x″. Die K kann nun um den Winkel +θ oder
–θ geneigt sein, die Winkel zeigen ihre zwei
möglichen Lagen. Die Nicht-Null-Komponen-
ten ihrer Normalen beinden sich in der x″ z″-
Ebene, ebenso wie die der projizierten K-Mit-
tem″. Schritt 2: Rotation des Koordinatensys-
tems um y″ mit θ unter der Bedingung, dass
im neuen System die neue Matrix C‴ iden-
tische Diagonalglieder c‴

11
= c‴

22
erhält. Der

Kegelschnitt C‴ stellt sich nun als verschobe-
ner Kreis dar, sein Mittelpunkt m‴ liegt auf
der x‴-Achse und die K beindet sich paral-
lel zur Bildebene, d.h. die Normale ist N‴ =
[0 0 1]T. Die projizierte Kreismitte m‴ folgt
daher aus (3) zu m‴ = C‴-1[0 0 1]T. Schritt 3:
Die Rücktransformation von N‴ und m‴ in
das Ausgangssystem beendet die Lösung.
Im Wesentlichen beruhen alle in der Litera-

tur genannten Lösungsverfahren auf den drei
Schritten. Im Folgenden werden die Berech-
nungsformeln nach PhiLiP (1997) genannt, die
besonders elegant und kompakt sind. Sie gel-
ten für den Radius r = 1 der K. PhiLiP verwen-
det für C′ anstelle der Eigenwertzerlegung
die SVD (singular value decomposition) C′ =
USVT. S ist diagonal mit den nicht negativen,
rellen Singulärwerten s

1
≥ s

2
> s

3
> 0. Diese

Reihenfolge der s
i
und der Spalten von V wird

allen Stellungen der K-Ebene im 3D-Raum
gerecht. Mit den s

i
ermittelt man den Nei-

gungswinkel θ der K-Ebene im System der
Eigenachsen

cos2θ = (s
2
+ s

3
) / (s

1
+ s

3
) . (6)

Die zwei Werte des cos ergeben die zwei
Lösungen der Rekonstruktion. Für die K-Nor-
male N und die K-Mitte M erhält man im ur-
sprünglichen System X, Y, Z

N = ±V [–sinθ 0 cosθ]T

3 1 1 3sin / 0 cos / .
T

s s s sθ θ = ± − M V

(7)

Das Resultat fürM kann mit r multipliziert
werden, falls der K-Radius r ≠ 1 bekannt ist.
Dann ist M in 3D vollständig rekonstruiert
worden. Mit (1), d.h. mit c = 1, folgt daraus
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Mit dieser Homographie transformieren
wir, vgl. Anhang 7.3, die Kreismatrix C ins
Bild und erhalten die Ellipse: - -1T

M MC'=H CH .
Alles Weitere geschieht mit den Gleichungen
(8).
Der Betrag der Exzentrizität ∆(e′) hängt do-

minant von der Ellipsen-Größe ab sowie von
der relativen Lage und Orientierung der K-
Ebene zur Kamera. Natürlich wären überall
im Bild die Exzentrizitäten Null, sofern α = β
= 0 wären. Die Neigungen der K spielen also
immer eine Rolle. Wir bestimmen die Exzen-
trizitätsbeträge bei unterschiedlichen Win-
keln α, β und berücksichtigen dabei, dass, falls
K zentrisch auf der Aufnahmerichtung Z = z′
liegt, die Beträge der Exzentrizitäten Symme-
trien besitzen (Tab. 1).
Symmetrien der Exzentrizitäten für Ellip-

sen in Bildmitte:
│∆ e′ (α, β)│=│∆ e′ (β, α)│=│∆ e′ (–α, –β)│;

projizierteK-Mittem′ in (mm): in Bildmitte [0
0 12]T, am Bildrand [17 17 12]T.
Schon beim Ellipsen-Durchmesser von 100

μm hat man Exzentrizitäten, insbesondere am
Bildrand, die bei genauen Bündellösungen
(Punktmessgenauigkeit bei 0.2 μm (VosseL-
man & Förstner 1988, Luhmann 2010)) nicht
vernachlässigbar sind. Im übrigen, Exzentri-
zitätswerte │∆ e′│

i
für andere Ellipsendurch-

habe den Radius r und mit homogenen K-Ko-
ordinaten x = [x, y, l]T und homogener Matrix
C die Gleichung

1/ ² 0 0

0 mit 0 1/ ² 0

0 0 1

 
 = =  
 − 

T
x Cx C

r

r . (9)

Es sei nun eine Beziehung zwischen Punk-
ten x und ihren Bildpunkten x′ in Form einer
2D-2D Homographie aufgestellt (mit fünf Pa-
rametern und c = 1). Man indet sie durch Ro-
tation mit R

M
und Translation mit M

M
von x

nach X und Perspektivabbildung ins Bildsys-
tem mit [I 0] zu

[ ]
' '

' ' '

1
'

1

cos 0

sin sin cos

cos sin sin 1

x I 0
T

M

M

M

M

x
x t

y
y t

z
t

c cX x

c cY y

Z

β
α β α
α β α

 
       = =          

 

   
   =    
   −   

R M

0

(10)

oder

x′ = H
M
x.

Abb. 3: Koordinatensysteme und Kreismarke: Objektkoordinatensystem XYZ, Bildkoordinaten-
system x′ y′ z′ mit Kamerakonstante c, K -Koordinatensystem xyz mit Ursprung in K -Mitte M,
K -Durchmesser 2r, Deinition der Normalen N durch α, β.

Tab. 1: Exzentrizitätswerte │∆ (e′)│ in (μm) von elliptischen K-Bildern in Abhängigkeit vom Ellip-
sendurchmesser 2a = 100 μm und der K-Orientierung α°, β° in 3D. Kamera Nikon D700 mit c =
12 mm und Bildwinkel ca. 55°.

α° / β° 20/0 40/0 60/0 70/0 20/20 40/40 60/60 70/70

K-Mitte auf Z = z‘ 0.067 0.103 0.090 0.067 0.086 0.099 0.050 0.024

K-Mitte am Bildrand 0.238 0.619 1.29 1.63 0.642 1.52 2.06 2.12
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des gesamten Bündelverbands seien mit ihrer
lokalen Bildumgebung vorhanden. Dabei sei-
en die Kreis-Marken als solche erkannt, ihre
Ellipsenpunkte aus den digitalen Grauwerten
(Bestrahlungsäquivalente) extrahiert und da-
raus Ellipsenmatrizen C′ bestimmt worden.
Man habe sodann die vorerst unkorrigierten
Ellipsenmitten e′

k
, siehe (8), in 1…K Bildern

in der Bündellösung verwendet. Die Iteratio-
nen seien bereits fortgeschritten, so dass gro-
be Fehler behoben und recht gute Resultate
für den Bildverband erreicht worden seien,
also auch die 3D-Koordinaten einer K-Mitte
M und ihre Abbildungen m′

k
in K Bildern.

Die Genauigkeit dieser Daten ist auch des-
halb relativ hoch, weil der Einluss der noch
nicht berücksichtigten Exzentrizitätswer-
te auf den Bildverband durch die Gaußsche
Minimierung reduziert wird. Um die Exzen-
trizitäten mit Formel (8) bestimmen zu kön-
nen, fehlt die Normale der K-Ebene. Machen
wir uns bewusst, die Objektkoordinaten ei-
nes Bildverbands sind bei normaler Iteration
(die Zielfunktion der “Kleinsten Quadrate”
ist dem globalen Minimum bereits recht nahe)
eindeutig, also auch die Mitte M einer K und
ihre projizierten Mitten m′

k
, so dass die K-

Ebenennormale N eindeutig aus Gleichung (3)
errechnet werden kann, wegen zufälliger Feh-
ler vorzugsweise als Mittelwert

1
k k

k
K

= ∑N C' m' k = 1…K. (11)

In (11) müssen die homogenen Summanden
normiert sein. Die Normale ist allerdings noch
mit kleinen Exzentrizitätsfehlern aus den m′

k

kontaminiert, die jedoch im Laufe der Folge-
iterationen – N ist mit (11), (3) über m′

k
und

M Teil der Gaußschen Minimierung – gegen
Null gehen sollten. Die mehrfachen Lösun-
gen für die K-Mitten, siehe (7), inden also
im Bildverband eine unproblematische Abklä-
rung; der gezeigte Weg ist einer von mehreren
möglichen.
Aufbauend auf die einführende Betrach-

tung sei nun gezeigt, dass es heutzutage eine
Reihe von photogrammetrischen Möglichkei-
ten gibt, die K-Bearbeitung in die Bündellö-
sung zu integrieren, solche, die mit den aus
den Bildfunktionen extrahierten geometri-
schen Merkmalen (Punkte, Kreise, udgl.) ope-

messer 2a
i
erhält man aus den Tabellenwer-

ten recht gut über die Relation │∆ e′│
i
= (2a

i
/

2α)2│∆ e′│ bei sonst übereinstimmenden Para-
metern. Exzentrizitätswerte für beispielswei-
se 2a

i
= 50 μm sind um den Faktor 1/4 kleiner

als in der Tabelle, also am Bildrand nicht to-
lerierbar.

4 Korrespondierende Ellipsen
einer Kreismarke in Bildern
eines Bildverbands

Es fragt sich nun, wie man eine K in der Bün-
dellösung eines Verbandes digitaler Bilder
(iterative Gauß-Markov-Schätzung) behan-
deln sollte. Es werden drei Korrespondenz-
modelle für überbestimmte K diskutiert und
bei allen sei – gewissermaßen als Vorlauf –
eine auf “Punkten im weiteren Sinne” (“na-
türliche Punkte”) gegründete Bündellösung
bereits errechnet worden. Unter derartigen
“Punkten” versteht man lokale Bildfunktio-
nen mit starken Gradienten, die eine genaue
2D-Lokalisierung ermöglichen, sowie mit
individuellen Merkmalen, die das Aufinden
von Korrespondenzen in anderen Bildern mit
hoher Wahrscheinlichkeit leisten, siehe z. B.
den SIFT-Operator (shift invariant feature
transform) nach LoWe (2004). Oft begnügt
man sich mit dem Ergebnis einer solchen Zu-
ordnung, bleibt damit aber suboptimal.
Die Qualität eines photogrammetrischen

Bündelblocks hängt bekanntlich nicht nur von
seiner Makrostruktur ab (Zahl und Verteilung
von Bildern und Objektpunkten, Bildmaßstä-
be, etc.), sondern auch von der Schnittqualität
korrespondierender Strahlenbündel und da-
mit von den Korrespondenzmodellen mit der
Mikrostruktur der Bilder, repräsentiert durch
ihre Pixel. Anders als bei geodätischen Netzen
(genaue Standpunkts-/Zielpunkts-Zentrierun-
gen mit festen Marken), kann man die Korre-
spondenz in photogrammetrischen Netzen –
wenn man die Mikrostruktur voll ausschöpfen
will – erst im Prozess der Blockausgleichung
realisieren; Korrespondenzmodelle stellen so-
mit ein wesentliches Element des Konzepts di-
gitaler Bündelblockausgleichungen dar.
Die weiteren Erörterungen sollen nun an

folgender Stelle im Ablauf der Bündellösung
beginnen: Die “korrespondierenden Punkte”
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strahles ins Bündelnetz nötig sind. Die Dis-
persionsmatrizen können sich von Ellipse zu
Ellipse – je nach ihrer Größe – unterschei-
den; eine Varianzkomponentenschätzung em-
piehlt sich daher. Für die numerische Durch-
führung der Gauß-Markov-Schätzung muss
man die bekannte Linearform von (12) ein-
setzen. In heutigen Bündelblockprogrammen
geht man dabei zu euklidischen Koordinaten
über, künftig wäre aber vorteilhafterweise die
direkte Verwendung homogener Koordinaten
möglich (Förstner 2010), so dass man auch
Fernelemente mit ihren Unsicherheitsmatri-
zen auf elegante Weise einbeziehen kann.
Die Korrektur ∆ (e′)

k
kann erst im Laufe der

Iterationen berechnet werden. Nach erreichter
Konvergenz des Bildverbandes unterscheiden
sich korrigierte Ellipsenmitte und projizierte
K-Mitte nur noch durch zufällige Fehler v̂e′

k

( )( ) '
ˆˆ

ke kk
∆ + =e'+ e' v m' . (13)

Bei diesem Korrespondenzmodell gehen
sämtliche neun Parameter der Beobachtungs-
gleichungen (12) als Unbekannte in den Bild-
verband ein. Unbekannte, die nur für die K in
(12) vorkommen, gibt es nicht. Vorhandene
Bündelprogramme kann man also leicht mit
der Exzentrizitätskorrektur ausstatten.
Es ist offensichtlich, dass mit der Ellipsen-

mitte e′
k
allein nicht das Potenzial, das in den

vielen Punkten P′
l
,l = 1…L

k
, des Ellipsenran-

des steckt, ausgeschöpft wird. e′
k
ist insofern

kein vollwertiger Repräsentant der Ellipse.
Volle Repräsentanz wird erst mit dem folgen-
den Ansatz erreicht. Mit ihm hat man nicht
mehr das Exzentrizitätsproblem der Ellipsen-
mitten, und die statistische Unsicherheit der
gesuchten Größen gründet sich direkt auf die
der extrahierten Ellipsenpunkte.

4.1.2 Das Korrespondenzmodell mit
rekonstruiertem Kreis

In der Tat, die statistische Qualität des Ergeb-
nisses lässt sich steigern, wenn man dieselben
Datensätze von Ellipsen, die zu einer K ge-
hören, siehe Teile 2 und 4.1.1, einem Korres-
pondenzmodell Kreis-Ellipse unterwirft: die
Randpunkte P′

kl
aller Ellipsen E

k
einer K kön-

nen zur gemeinsamen K-Rekonstruktion
durch Gauß-Helmert-Schätzung herangezo-

rieren (klassische Bündellösung, siehe Kager
1981, anDresen 1991), und solche, die die di-
gitalen Bildfunktionswerte (Grauwerte der
Pixel) direkt in der Bündellösung verwenden
und mittels digitaler Bildinversion die Geo-
metrie-Extraktion mit der Grauwertberech-
nung der K gemeinsam durchführen (grün
1985, WrobeL 1990, schneiDer 1991). Dieser
Ansatz ist in der Lage, die statistisch beste Lö-
sung zu erreichen. Beide Möglichkeiten seien
im Folgenden skizziert, Vieles existiert be-
reits. Es sei betont, bei allen Verfahren benöti-
gen wir die Ergebnisse aus den Teilen 2 und 3.

4.1 Korrespondenzmodelle der
klassischen Bündellösung

4.1.1 Das Korrespondenzmodell mit
K-Mitten

Wir betrachten im Folgenden wieder nur eine
K , ein Index für sie kann deshalb entfallen.
Jede korrigierte Ellipsenmitte (e′+∆(e′))

k
, sie-

he (8), steht als Repräsentant für die Ellipse
k im Bilde k zum Objektpunkt M. Für ihre
statistische Unsicherheit wird angenommen,
dass D(e′+∆(e′))

k
≈ D(e′

k
); sie kann durch Va-

rianzfortplanzung aus D(c′
ij
)
k
hergeleitet wer-

den, siehe (2). Damit könnte man (e′+∆(e′))
k

wie jeden üblichen Bildpunkt P′ des Bildver-
bandes behandeln, d.h. mit den homogenen
Kollinearitätsgleichungen (siehe z. B. Först-
ner &WrobeL 2004, 222)

( )( ) 0k k kk

 ∆ + = − e
R I X

' ,
ˆ ˆ ˆˆe'+ e' v K | M ;

D (e′
k
) k = 1…K (12)

in den Bildverband eingliedern, also den K-
Mittelpunkt M̂ durch Strahlenschnitt aller sei-
ner K korrigierten Bildstrahlen (e′+∆(e′))

k
im

Bündelprozess schätzen.
In (12) bedeuten:

v̂e′
k
, D (e′

k
) Zufallsvektor und Dispersionsma-
trix von e′

k

äußere und innere Orientierung von Bild k:
K = [I] 3 × 3 Kameramatrix
R̂
k

geschätzte Rotationsmatrix
X̂
0,k

geschätztes Projektionszentrum.

Ansatz (12) umfasst die üblichen neun Pa-
rameter, die für die Eingliederung eines Bild-
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In (14) bewirkt die erste Matrix (von rechts)
die Bewegung der Koordinaten x der K-Ebene
ins allgemeine 3D-System XYZ (5 Parameter:
die Orientierung der Kmit α, β in R

K
, 3D-Mit-

te M
K
), die zweite Matrix die weitere Bewe-

gung zum Bildkoordinatensystem (6 Parame-
ter: äußere Orientierung des Bildes k) und die
dritte stellt die Perspektive her. In kompakter
Schreibweise lautet die Beziehung

x′
kl
= H

K ,k
x
l
, (15)

worin H
K ,k
unter Berücksichtigung von z

l
≡ 0

das 3 × 3-Produkt der Matrizen in (14) ist. Da
in der K-Ebene nur Kreispunkte zugelassen
sind, müssen die Punkte x

l
die Kreisgleichung

mit einem Radius-Parameter r erfüllen, siehe
(9). Die unbekannten Parameter in (14) kön-
nen in einer Gauß-Helmert-Schätzung aus den
Bedingungen (9) nach Substitution der Kreis-
punkte x

l
durch gemessene Bildpunkte x′

kl
,

siehe (16), (17), bestimmt werden

,
ˆˆ ' 'kl kl k lx+ =v x HK ; ( )klD x' (16)

( ) ( )1
, ,
ˆˆ ˆˆ ˆ' 0

T T
kl kl k k kl kl

− −+ + =v x' H CH v' x'K K
(17)

mit
x′
k,l

Messpunkt l der Ellipse k zum
Kreis C

x
l

Kreispunkt korrespondierend
zum Bildpunkt x′

k,l

v̂′
kl
, D(x′

kl
) Zufallsvektor und Dispersionsma-
trix von x′

k,l
.

Die Gesamtzahl an Gleichungen (17) von
allen Ellipsen für eine K ist, ΣL

k
, k = 1…K.

Die Parameteranzahl für die K allein beträgt
sechs (evtl. fünf, falls ihr Radius r bekannt
ist). Hinzu kommen 6K Parameter der äuße-
ren Orientierung der Bilder, in denen die K
vorkommt. Falls r tatsächlich gegeben ist, be-
nötigt man zur Bestimmung einer K nur eine
Ellipse (mit mehr als sechs Punkten; dies ist
die algebraische Entsprechung zum Experi-
ment in der Einführung, Abb. 2), sonst zwei,
zur Genauigkeitssteigerung eher mehr.
Die Näherungswerte der Parameter für die

erforderliche Linearisierung von (17) lassen
sich leicht beschaffen: die äußere Orientie-
rung der Bilder und die K-Mitte M liefert die
Bündellösung, wenn man wie in 4.1.1 die ers-

gen werden. Der ganze Kreis der K mit seiner
Normalen ist hier das korrespondierende geo-
metrische Merkmal für die Ellipsen und der
rekonstruierte Kreis im Objektraum das Ziel.
Damit erreicht man eine optimale Auswertung
der vorhandenen Ellipsendaten. Statt meh-
rerer, unabhängiger Ellipsenausgleichungen
wie in 4.1.1 hat man hier nur eine einzige und
damit bessere Schätzung, die den K-Kreis im
Raum festlegt, nicht nur seinen Mittelpunkt.
Geometrisch gesehen deiniert jede Ellip-

se E
k
einen eigenen Kegel. Seine Spitze ist je-

weils das Projektionszentrum von Bild k, sei-
ne Mantellinien sind die Abbildungsstrahlen
der Ellipsenpunkte. Der Kegel erhält aber nun
einen – im Gegensatz zu 4.1.1 – mit allen an-
deren Kegeln streng gemeinsamen Schnitt-
kreis in der K-Ebene. Im Modell zuvor schnit-
ten sich alle korrespondierenden Strahlen der
korrigierten Ellipsenmitten m′

k
gemeinsam in

einem ObjektpunktM, einem Gebilde mit Di-
mension 0. Hier nun schneiden und erzeugen
damit alle Strahlen korrespondierender Ellip-
sen einen gemeinsamen Kreis im Objektraum,
einem Gebilde der Dimension 1. Es ist eine
Aufgabe mit deutlich weniger Parametern und
damit höherer Redundanz als in 4.1.1. Die al-
gebraisch-numerische Lösung von 4.1.2 ge-
hört zu den statistischen Standardproblemen,
wenige Hinweise ohne Details mögen daher
genügen.
Analog zu Teil 3 wird eine 2D-2D Homo-

graphie zwischen Punkten x
l
der K-Ebene

und ihren korrespondierenden Punkten x′
k,l

im Bild k angesetzt, die hier über ein Objekt-
koordinatensystem in beliebiger Lage erreicht
wird. Man erhält mit homogenen Koordinaten

' '

' '

'
kl

x t

y t

t

 
  = 
  

[ ]
1 1

k
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(14)

mit k = 1…K = Zahl an Ellipsen für die K , l =
1…L

k
, L

k
= Zahl an Punkten der Ellipse k und

z
l
≡ 0 für alle l.
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M mit den Orientierungsparametern von Bild
k ins Gesamtsystem einzufügen, die anderen
zu eliminieren. Der Punkt M ist daher als ein
vollwertiger, starker Repräsentant der Ellip-
sen anzusehen. Dann ist man eigentlich wie-
der recht nahe beim ersten Korrespondenzmo-
dell angelangt, siehe 4.1.1, aber mit viel besse-
ren Eigenschaften.

4.2 Statistisch optimale Bündellösung
mit Pixel-Bündeln durch
gemeinsame Rekonstruktion der
K-Geometrie und ihrer
Helligkeitsfunktion

Die bisher diskutierten Korrespondenzmo-
delle der klassischen Bündellösung 4.1.1 und
4.1.2 gehen von Ellipsenpunkten aus. Jedoch,
sie stellen bekanntlich keine Originalmess-
daten dar, sondern mussten erst durch loka-
le Schätzungen aus den digitalen Bildfunk-
tionen abgeleitet werden, auch ihre a priori
Standardabweichungen. Etwa seit den 1975er
Jahren gibt es Vorschläge, die Methoden und
Aufgaben der Photogrammetrie direkt mit den
originalen Bildgrauwerten zu lösen (Über-
blicke in Luhmann 2010, triggs et al. 2000,
mcgLone et al. 2004). Von Anfang an spielten
die Kleinste-Quadrate-Zuordnungen eine be-
sondere Rolle, zunächst von Bild zu Bild, z. B.
grün (1985). Seit 1985 gibt es den Vorschlag,
sie konsequent als digitale Inversion der
Bildentstehung vom Bild zurück zum Objekt
anzusetzen, d.h. Rückprojektion aller Pixel-
Grauwerte entlang ihrer Abbildungsstrahlen
auf ein gemeinsames Rekonstruktions-Mo-
dell von Geometrie und Helligkeit des Ob-
jekts und Optimierung der Modellrechnung
mit der Kleinste-Quadrate-Methode. Darin
werden nicht mehr die zufälligen Fehler von
Bildkoordinaten der extrahierten Bildpunkte
minimiert, sondern die Zufallskomponenten
vg′(x′) der originalen Bildgrauwerte g′(x′). Nä-
heres in WrobeL (1985/86), WrobeL (1987),
schLüter (1999a) und schLüter (1999b) mit
Verallgemeinerungen, topographischen An-
wendungsbeispielen und vielen Referenzen.
Mit der Leistungsfähigkeit der heutigen Com-
putertechnik kann man diese direkten, aber
aufwendigeren Wege gehen mit Vorteilen
für die Automation und Qualität der Verfah-

ten Iterationen mit den Ellipsenmitten e′
k
be-

ginnt; für dieK-Normale benötigt man von al-
len beteiligten Ellipsen E

k
eigentlich nur eine

Matrix C′
k
, woraus mit (3) die Näherung für

die Normale und daraus die Winkel α, β fol-
gen. Mit denselben Daten kann man auch eine
Näherung für den Radius r derK erhalten. Die
Linearisierung von (17) erscheint sehr kompli-
ziert. Jedoch, Linearisierungen können auch
relativ leicht numerisch erzeugt werden.
Das Ergebnis dieses Korrespondenzmo-

dells ist die K-Mitte zusammen mit Ebenen-
normale und Kreisradius; für alle kann man
die statistische Unsicherheit schätzen. Wie im
Modell zuvor ist bei unterschiedlich großen
Ellipsen eine Varianzkomponentenbestim-
mung für die D(x′

k
) angebracht. Vorteilhaf-

terweise erreicht man hier eine höhere Redun-
danz als in Kapitel 4.1.1: Aus derselben Menge
an Ellipsenpunkten ist hier nur die gemeinsa-
me K-Ebene und ein Kreisparameter zu er-
mitteln anstelle der Parameter von allen betei-
ligten Ellipsen. Es ist daher zu erwarten, dass
eine K mit dem Modell 4.1.2 im Bildverband
eine übergeordnete Genauigkeit erreicht. Bei
vielerlei Anwendungen würde dies den Ab-
sichten entgegenkommen, wenigstens einige
Punkte eines Bildverbandes mit Kreismarken
zu signalisieren, um die Stabilität zu stärken
und/oder mit genauen geodätischen Koordina-
ten zu verbinden.
Ein Charakteristikum des Modells 4.1.2

soll uns noch beschäftigen. Seine Gleichun-
gen (17) enthalten Unbekannte mit unter-
schiedlicher Bedeutung für den Bildverband:
solche, die nur die Eigenschaften der benutz-
ten K modellieren, also eine lokale Aufga-
be zu erfüllen haben, und solche, die für den
Aufbau des Bildverbandes und seine Stabili-
tät unentbehrlich sind. Die Handhabung von
Normalgleichungen der Gaußschen Schätz-
methode erlaubt nun, hierauf mit Vorteil zu
reagieren. Man kann die Normalgleichungen
aus (17) vollständig in das Gesamtsystem des
Bildverbandes integrieren oder die lokalen Pa-
rameter zuvor durch Gaußsche Eliminations-
schritte entfernen, ohne die Strenge der Para-
meterschätzung und ihrer Genauigkeit zu be-
einträchtigen – ein seit dem 19. Jahrhundert
bekanntes Verfahren. Eine lokale Rechnung
stellt am Ende den Gesamtzusammenhang
wieder her. Es liegt nahe, von (17) die K-Mitte
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te K-Ebene mit ebensolchen Objektgrauwer-
ten G. Der Zusammenhang der Bildgrauwerte
mit den Änderungen aller Parameter des Kor-
respondenzmodells wird in einer Taylorreihe
erreicht und die inale Lösung kann per New-
ton-Gauß-Iteration gefunden werden, voraus-
gesetzt die Näherungswerte beinden sich im
Konvergenzkreis der Lösung.
Im Folgenden gehen wir von homogenen zu

euklidischen Koordinaten über. Beispielswei-
se wird aus x′ = [x′t′,y′t′,t′]T der euklidische
Vektor x′ = [x′,y′]T. Die Beziehung zwischen
Punkten x = [x,y,1]T der K und ihren Bild-
punkten x′, siehe (15), lautet nunmehr
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Wir betrachten die Pixel einer K im Bilde
k. Der Bildstrahl l des Pixels x′

kl
mit Grauwert

g′
kl
trifft die K-Ebene im Punkt x

kl
. Bei feh-

lerfreien Daten und einer K mit matter Ober-
läche (Lambertstrahler) gelte zunächst fol-
gende lineare Beziehung als Approximation
des strahlungsphysikalischen Relexions- und
Sensorverhaltens

h′
0,k
+ h′

l,k
g′ (x′

kl
) = G (x) l = 1…L

k
(19)

mit sechs Parametern
h′
0,k
, h′

l,k
Parameter für den Transfer der g′

kl

in dieG
l
aufK , gültig für die Pixel

l = 1…L
k
des K–Bildes k

G (x) G (x) besteht aus drei Bereichen
mit vier unbekannten Parametern,
siehe Anhang 7.4.

Die Bildgrauwerte g′ (x′) sind jedoch Mess-
daten mit einer stochastischen Komponente
νg′(x′), und die Parameter der Abbildungsma-
trixH

K ,k
und vonG (x

l
) sind vorerst nur appro-

ximativ bekannt. Der Gesamtzusammenhang
wird mit folgender Taylorreihe von (19), ent-
wickelt nach den unbekannten Parametern p

i

in H
K ,k
und G (x

l
), dargestellt

ren. In der Tat, seit einiger Zeit befasst man
sich erneut intensiv mit derartigen Ansätzen
in großer Allgemeinheit und Vielfalt, siehe
z. B. strecha (2007), vor allem cremers et al.
(2010).
Die geometrische Anschauung zum Kor-

respondenzmodell hier unterscheidet sich
fundamental von den anderen, da sie aus-
schließlich über die originalen Bildgrauwer-
te gebildet wird. Es sei unterstellt, dass eine
K sich auf einer quadratischen Ebene beinde
(Abb. 1), die in den Bildern k je in ein ande-
res Viereck übergeht. Die Abbildungsstrahlen
aller Pixel eines Vierecks (es sei Pixel-Bün-
del genannt) stellen eine “gefüllte Pyramide”
dar, ihre Spitze liegt im Projektionszentrum
des Bildes k. Das Ziel hier besteht darin, dass
alle Pyramiden k = 1…K einer K eine streng
gemeinsame K im Objektraum rekonstruie-
ren, mit identischen Oberlächenhelligkeiten
und identischer Geometrie, unter der Gauß-
schen Minimumsbedingung bestmöglich aus
allen Bildgrauwerten einer K geschätzt. Die
Gleichheit von Bildgrauwerten (nach lokaler
linearer Anpassung) mit geometrisch korre-
spondierenden Objektgrauwerten ist also das
Prinzip. Korrespondenz, auf diesem Wege er-
zeugt, verwendet alle vorhandenen, ursprüng-
lichen Messdaten. Im Vergleich zu den Korre-
spondenzmodellen zuvor hat das hier erzeug-
te Korrespondenzgebilde im Objektraum, die
Helligkeitsfunktion und die Geometrie des
Objekts, die Dimension 2.
Der Ansatz eines derartigen Korrespon-

denzmodells sei nun aufgezeigt (Kraut &
WrobeL 1993). Nur schwarz-weiß Bilder wer-
den behandelt. Es besteht aus drei klar un-
terscheidbaren Modellen: der optisch-photo-
graphischen Bildentstehung (bei kleinen Ob-
jekten in starker Vereinfachung meist hinrei-
chend), der Objektoberläche und ihrer Hellig-
keitsfunktion. Im Falle einer K hat man be-
reits einige Kenntnis über das zu rekonstruie-
rende Objekt: die Helligkeitsfunktion hat eine
sehr einfache Struktur (Parameter G

1
, G

2
,

Kreisradius r, s für die PSF (Punktstreufunk-
tion); siehe Abb. 1 und Anhang 7.4), die Geo-
metrie besteht aus der Trägerebene (fünf Pa-
rameter). Es gilt daher die Geometrie und die
Näherungswertbeschaffung wie in 4.1.2. Die
Rückprojektion der Bildgrauwerte geschieht
sodann auf eine vorerst nur ungenau bekann-
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aber damit nicht belasten. Aus den Normal-
gleichungen einer K aus einem Bild kann man
die Transferparameter h

0
,h
1
sofort reduzieren,

die Gleichungen der vier G-Parameter und der
Normalen N erst, wenn alle Bilder, die diesel-
be K enthalten, ausgewertet wurden. K-Mitte
M und Orientierungsparameter von Bild k ge-
hen ins Gesamtsystem ein. An allen diesen Ei-
genschaften müssen sich andere Modelle zum
Aufbau von Bündelblöcken messen lassen.

5 Zusammenfassung und
Ausblick

Der Artikel befasst sich mit abgebildeten
Kreismarken (=K) im Einzelbild und im Bild-
verband, ausgehend von kalibrierten Digital-
bildern, und bestimmt die Exzentrizität der
projizierten Kreismitte von der zugehörigen
Ellipsenmitte. Der Schwerpunkt liegt in der
Herleitung von mathematischen Grundbezie-
hungen; Verfeinerungen und Ausbau zu rati-
onellen Verfahren für konkrete Anwendungen
bleiben offen, sollten aber mit den vorgelegten
Ergebnissen möglich sein.
In den Teilen 1 bis 3 wird die Exzentrizität

der projizierten K-Mitte m′ von der K-Ellip-
senmitte e′ hergeleitet und erläutert. Die Be-
ziehungen beruhen auf der Polarität zwischen
m′ und der K-Normalen N in Bezug auf die
K-Ellipse C′. Mit Hilfe einer SVD der Ellip-
senmatrix erhält man die zwei Lösungen für
m′, also allein aus den Ellipsendaten. Wegen
der Strenge der Lösung kann man auch große
K verwenden, deren Ellipsen aus mehr Bild-
punkten genauer bestimmbar sind als kleine
Ellipsen, und die insbesondere als Elemen-
te von Industrieobjekten oder in Bildern von
Tiefbeliegungen über Städten oder in Nah-
aufnahmen von Gebrauchsgegenständen aus
heutiger oder historischer Zeit vorkommen
können. Im Teil 4 wird die Behandlung von
K im Verfahren der Bündelausgleichung dar-
gelegt. Die Mehrfachlösungen für die proji-
zierte K-Mitte m′ erfahren unter dem Mini-
mierungseinluss der Gaußschen Methode der
Kleinsten Quadrate eine unproblematische
Abklärung.
Das eigentliche Thema von Teil 4 ist der

Frage gewidmet, welches Korrespondenzmo-
dell einer K im Bildverband aktuell angemes-

}0, 1, '

15
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1
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D (20)

mit
l = 1…L

k
L
k
= Pixelzahl der K im

Bilde k
i = 1… 15 dp̂

i
= geschätzte Än-

derungen der p̂
i
: 11 in

H
K ,k
(fünf für die K so-

wie sechs für die äußere
Orientierung von Bild
k) und vier in ̂ (x

l
)

ˆ ( '), ( '( ' ))g' klv gx D x Zufallskomponente und
Dispersionsmatrix von
g′(x′

kl
).

Die unbekannten Parameter in (20) sind
in Iterationen zu verbessern: p̂

i
+ dp̂

i
→ p̂

i
bis

dp̂
i
→ 0. Dann ist der Summenterm von (20),

rechts, verschwunden und man ersieht unmit-
telbar die hier gültige Korrespondenz. Wie zu-
vor in 4.1 wird auf die Wiedergabe der Linear-
form zum Modell (20) verzichtet.
Die Parameterzahl 17 in den K-Gleichun-

gen (20) eines Bildes hat im Hinblick auf die
im Allgemeinen sehr hohe Pixelzahl eine Re-
dundanz zur Folge, mit der das stochastische
Modell der Bildgrauwerte sich auf einer siche-
ren Basis beindet. Es wird betont, dass bei
diesem Modell sämtliche Pixel der abgebil-
deten K-Bereiche die Modellparameter mit-
bestimmen und nicht etwa nur eine Auswahl
wie in den Modellen zuvor. Hervorzuheben
ist ferner, dass es hier eine einzige statisti-
sche Schätzung gibt und zwar mit den Origi-
nalmesswerten. Eine Folge von Schätzungen
wie zuvor in 4.1 ist in der Regel mit Verlus-
ten von Korrelationen verbunden. Das Korre-
spondenzmodell mit Pixelbündeln wird daher
als optimal angesehen.
Da es die K-Geometrie wie in 4.1.2 besitzt,

also mit der K-Mitte M, kann man hier wie
dort die gleiche Strategie zum efizienten Auf-
bau des Bildverbandes (Bündelnetzaufbau)
benutzen, d.h. einen relativ hohen Aufwand
für eine möglichst realistische Modellierung
der K-Korrespondenzen betreiben, die Auf-
lösung des Gesamtsystems des Bildverbandes
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im Korrespondenzmodell für die Oberlä-
chen-Geometrie und -Helligkeit (anders als
bei einer K) lexible Freiformansätze, beste-
hend aus Facetten (Maschen) in angemessener
Dichte. Die erfolgreiche Handhabung solcher
Ansätze ist mit dem Facetten-Stereosehen be-
reits untersucht worden (KemPa 1995, schLü-
ter 1999a, b).
Damit könnte die Bündellösung von Bild-

verbänden, eine schon lange etablierte Metho-
de, eine günstige Weiterentwicklung erfahren.
Aus dem klassischen Bündelblock, bestehend
aus der Gesamtheit von Strahlen zu Objekt-
punkten, entstünde ein Block von Pixelbün-
deln je zur lokalen Umgebung von Objekt-
punkten. Der Aufwand für die Pixelbündellö-
sung ist sicherlich größer, aber die Methode ist
in vielerlei Hinsicht zeitgemäß.
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7 Anhang

7.1 Normale N der K-Ebene im
Objektraum und ihre Ferngerade
im Bildraum

Es existiere ein XYZ-System im Projektions-
system O mit XY parallel zu x′, y′ in der Bild-
ebene, Kamerakonstante sei c = 1, so dass
X = x′ / Z, Y = y′ / Z. Die Trägerebene einer K
im Objektraum sei deiniert durch ihre Nor-
male N = [N

1
N
2
N
3
]T und den beliebigen fes-

ten Punkt P* (X*, Y*, Z*), also gilt für jeden
Punkt X der Ebene

NT [X – X*] = 0 oder
N
1
(X – X*) + N

2
(Y – Y*) + N

3
(Z – Z*) = 0.(21)
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Dies folgt mit Anhang 7.1 aus der Ellipsen-
gleichung x′TC′x′ = 0. Für die Polare im Bild
erhalten wir l′ = C′x′ = H–TCH–1Hx = H–TCx

= H–Tl.
Dies ist die gesuchte Bestätigung. Die Pol

– Polare – Relation in Bezug auf eine Ellipse
ist also bei projektiven Transformationen in-
variant.

7.4 K-Bestimmung durch digitale
Bildinversion mit gefaltetem
Grauwertsprung

Optische Bildfunktionen gehen aus zugehöri-
gen Objektfunktionen durch die Perspektive
hervor einschließlich einer Tiefpassilterung
(Faltungsintegral). Letztere ist charakterisiert
durch das Punktbild oder die Punktstreufunk-
tion (=PSF) der Kamera. Bereits mit der stark
vereinfachten PSF als isotrope Rechteckfunk-
tion (2s = Basis, 1/(2s) = Höhe) wird aus dem
Grauwertsprung zwischen G

1
und G

2
durch

die Faltungsoperation eine lineare Funktion
erzeugt. Die Breite desÜbergangs und die Ba-
sis der PSF sind einander gleich. Die Parame-
ter sind zu bestimmen aus den Pixel-Grauwer-
ten der K in allen Bildern. Das Grauwertproil
G(t) von der K-Mitte bis an den K-Rand lautet
damit (Kraut &WrobeL 1993)
G(t) = G

1
für 0 ≤ t ≤ r – s

1 2 1 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

−
= + − −

t r
G t G G G G

s

für r− s ≤ t ≤ r+ s
G(t) = G

2
für r + s < t

Die vier Parameter der Helligkeitsfunktion
der K sind G

1,
G
2
, K-Radius r und s für die

PSF.
Es gilt ferner für (20): dG/dx = (dG/dt)

(dt/dx) mit den Polarkoordinaten t, ε von x =
[tcosε, tsinε]T.
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Wir bilden Punkte X, Y, Z der K-Ebene in
ihre Bildpunkte x′, y′ ab und erhalten

N
1
x′ + N

2
y′ + N

3
= (N

1
X* + N

2
Y* + N

3
Z*) / Z .

(22)

Lässt man Z gegen Unendlich gehen, folgt
daraus das Bild der Ferngeraden der K-Ebene

N
1
x′ + N

2
y′ + N

3
= 0 oder NTx′ = 0 oder

l′T∞ x′ = 0 . (23)

l′∞ ist nicht abhängig von P*, sondern nur
von N. Man kann also die Normale N der K-
Ebene im Objektraum direkt aus dem Parame-
tervektor l′∞ ihrer Ferngeraden im Bild erhal-
ten.

Im Übrigen, auch aus der Perspektive des
Quadrats der K kann man die Ferngerade sei-
ner Trägerebene direkt (aus den Fernpunkten
gegenüber liegender Quadratseiten) herleiten.

7.2 Die Polare zur Ellipsenmitte als Pol

Der Mittelpunkt [ ] 1
0 0,1 ,1x C c

− = − 
T

hh h

der Ellipse xTCx = 0,
0

0 00

C
hh h

h c

 
=  

 

C c

c
,

wird in die Polargleichung l = Cx eingesetzt
und ergibt [0 0 C*]T ~ [0 0 1]T = l∞, worin
* 1

00 0 0
T
h hh hC c −= − c C c eine skalare Konstante

ist. Also: Die Polare des Mittelpunktes einer
Ellipse ist die Ferngerade ihrer Ebene.

7.3 Projektive Invarianz von Polaritäten

Eine beliebige, reguläre Polarität l = Cx mit
Polare l, Pol x, Ellipsenmatrix C = CT wird ei-
ner regulären Homographie mit der 3 × 3 Ma-
trix H unterworfen. Es ist zu prüfen, ob die
Polare l in Bezug aufC abgebildet wird auf die
Polare l′ in Bezug auf C′. Beliebige Punkte x
bzw. Geraden l werden projektiv mit H trans-
formiert in

x′ = Hx l′ = H–Tl . (24)

Ferner ergibt sich zunächst für die transfor-
mierte Ellipsenmatrix

C′ = H–TCH–1. (25)




