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Summary: Rotations of Space and Coordinate
Transformations. Dealing with orientation or geo-
metrical restitution of pictures in photogramme-
try also means dealing with rotations and trans-
formations. Therefore the assumption that all the
respective questions should have been solved pro-
perly already seems to be logic. But in practice
considerable problems arise when discrete values
have to be transformed for real applications, es-
pecially when measured angles, e.g. of an inertial
navigation system or of a photo theodolite have
to be included in the calculations. Even photo-
grammetic textbooks and publications cannot
grant support in every single case, as not all of
them show the basic mathematical relations cor-
rectly.

For this reason the aim of this article is to pro-
mote the comprehension for rotations of space,
coordinate transformations and measured angle
values. It describes the basic relations and gives
advices for practical applications and parameter-
isation of rotations. The indicated formulas grant
a successful application especially for e. g. inertial
navigation systems like AEROcontrol as well as
for terrestrially measured orientation angles.

Zusammenfassung: Drehungen und Transforma-
tionen begegnen uns in der Photogrammetrie
standig, wenn es um die Orientierung oder geo-
metrische Auswertung von Bildern geht. Man
sollte also meinen, dass damit verbundene Frage-
stellungen vollstindig beherrscht werden. In der
Praxis zeigt sich jedoch immer wieder, dass erheb-
liche Probleme auftreten, sobald diskrete Werte
fiir reale Anwendungen umzusetzen sind. Dies gilt
insbesondere, wenn gemessene Winkel z. B. eines
Inertialsystems oder eines Phototheodoliten in
Berechnungen einbezogen werden sollen. Auch
photogrammetrische Lehrbiicher und Veroffentli-
chungen sind hier nicht immer eine Hilfe, da nicht
alle die grundlegenden mathematischen Bezie-
hungen korrekt darstellen.

Dieser Artikel soll das Verstindnis fiir rdum-
liche Drehungen, Koordinatentransformationen
und gemessene Winkelwerte fordern. Er be-
schreibt daher die grundsitzlichen Beziehungen
und gibt Empfehlungen zur praktischen Anwen-
dung und zur Parametrisierung der Drehungen.
Die angegebenen Formeln garantieren einen er-
folgreichen Einsatzinsbesondere z. B. fiir Inertial-
systeme wie AEROcontrol sowie auch fiir ter-
restrisch gemessene Orientierungswinkel.

1 Einleitung

Als Geodisie-Student habe ich es nie ge-
schafft, wirklich tiefes Verstindnis fiir die
Fragen von mitgedrehten Achsen und
raumfesten Achsen in der Photogrammetrie
zu entwickeln. Als frischgebackener Assis-
tent am Institut fiir Photogrammetrie und
Ingenieurvermessungen der Universitit
Hannover wurde ich der Abteilung fiir In-
genieurvermessungen und Nahbereichspho-
togrammetrie zugeordnet. Im Rahmen der

vorbereitenden Arbeiten zur Altstadtsanie-
rung in Hameln war es 1978 eine meiner ers-
ten Aufgaben, gemessene Orientierungswin-
kel von photogrammetrischen Aufnahmen
in eine Biindelausgleichung mit einzubezie-
hen, um so Passpunkte an den wunderscho-
nen historischen Gebduden einzusparen.
Die Bilder wurden damals weitestgehend
mit einer SMK 120 aufgenommen, sodass
auch eine Beriicksichtigung der festen Bezie-
hungen zwischen jeweils einem Aufnahme-
paar sinnvoll erschien.
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Die notwendigen mathematischen Bezie-
hungen einschlieBlich der Taylor-Linearisie-
rungen waren umfassend in einer Disserta-
tion dargestellt. Da ich zu diesem Zeitpunkt
bereits auf neun Jahre Erfahrungen in der
Softwareentwicklung zuriickblicken konn-
te, war ein entsprechendes Programm
schnell entwickelt. Zu meinem Leidwesen
zeigten sich in den Ergebnissen aber immer
wieder unerklérliche Spannungen. Mir ka-
men daher Zweifel an der Richtigkeit der
verwendeten Formeln (WROBEL & KRuCK
1978). Ein Studium der photogrammetri-
schen Lehrbicher fithrte auch nicht weiter,
da es deutliche Widerspriiche gab.

Durch Kontakte mit einem der mathema-
tischen Institute an der Universitdt wurde
ich auf das Buch ,,Matrizen* von R. ZUR-
MUHL (1964) aufmerksam. Der §5 dieses
Buches schaffte Klarheit. Zusammen mit
dem ,,Handbuch der Vermessungskunde‘
Band IIIa/1 (JorRDAN, EGGERT & KNEISSL
1972) konnte ich dann die mathematischen
Zusammenhénge richtig formulieren und in
erfolgreiche Software umsetzen.

Im Laufe der Jahre bin ich dann gelegent-
lich immer wieder mit Kollegen zusammen-
getroffen, die dieselben Probleme mit dem
Verstindnis der mathematischen Zusam-
menhdnge hatten. Zum Teil ist dies sicher
auch durch eine ungeschickte Wahl der Be-
griffe ,,mitgedrehte Achsen* und ,,raum-
feste Achsen zurlickzufiihren. Das Wissen
um eine korrekte Formulierung scheint im
Laufe der Jahre etwas verschiittet worden
zu sein — bei JORDAN, EGGERT & KNEISSL
(1972) findet man eine richtige Darstellung,
die Griinde sind jedoch (fiir mich) nur im
Zusammenhang mit ZURMUHL (1964) rich-
tig zu verstehen.

Schreibt man eine Software fiir Biindel-
ausgleichung, die als einzige Winkel die des
photogrammetrischen Luftbildes enthalten,
so ist es vollig egal, wie man die Formulie-
rung der Winkel vornimmt. Ob mitgedreht
oder raumfeste Achsen, ob Drehreihenfolge
¢, ®, ¥ oder ¥, @, ® — es spielt gar keine
Rolle. Die Neigungswinkel ¢ und o sind bei
normalen Luftbildern klein und eine Kon-
trolle der Werte ist ohnehin nicht moglich.
Die Drehmatrix R in der iiblichen Kollinea-

rititsgleichung (1) ist auBerdem von ihrer
Parametrisierung unabhingig, d.h. fiir ein
konkretes Messbild existiert zu einem Bild-
vektor |X’,y’, c| genau eine einzige Drehmat-
rix R, die die Gleichung erfiillt. Sie kann
durch einen Satz von drei Drehwinkeln oder
Rodrigues-Parametern eindeutig beschrie-
ben werden.

X-X, = ARX’ 1)

Will man jedoch einen Zusammenhang her-
stellen zwischen den Winkeln der Drehmat-
rix R und gemessenen Orientierungen, so
kann ohne eine exakte Abfolge der Drehun-
gen bzw. Drehmatrizen kein richtiges Er-
gebnis erzielt werden. Dies ist der Fall bei
der Anwendung von inertialen Winkelmess-
systemen wie AEROcontrol von IGI. Auch
bei der Aufeinanderfolge von Drehungen,
wie sie in analytischen und digitalen photo-
grammetrischen Systemen iiblich sind, ist
eine genaue Reihenfolge zu beachten (z. B.
Drehung vom Modell ins Geldndesystem
sowie vom Modell in die beiden Bilder).

Aus Anlass der 25-Jahr-Feier der Firma
IGI und der Bedeutung dieser Zusammen-
hinge fiir das IGI-System, habe ich mich
zu einer grundlegenden Darstellung zu die-
sem Thema entschlossen.

2 Drehungen des Raumes und
Koordinatentransformationen

Grundsatzlich sind zwei verschiedene Auf-
fassungen zu unterscheiden: Die Drehung
des Raumes und die Transformation von
Koordinaten (ZURMUHL 1964).

Bei der Drehung des Raumes betrachten
wir eine Punktwolke in einem gegebenen
Koordinatensystem. Ohne die Lage dieser
Punktwolke zu verdndern, drehen (und ggf.
verschieben) wir das Achsenkreuz des Ko-
ordinatensystems und bringen es somit in
eine neue Position relativ zu der Punktwolke
(AbDb. 1). Dies entspricht der Drehung um
mitgedrehte Achsen. Nach meiner Auffas-
sung ist jedoch der Begriff von der Drehung
des Raumes sehr viel zutreffender und an-
schaulicher. Nach ZUurRMUHL (1964) steht die
Drehmatrix dabei am neuen Vektor.
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Abb. 1: Drehung des Raumes um «x.

a=RaR ()

(2) stellt also mit a® den Vektor a nach Dre-
hung des Raumes (um mitgedrehte Achsen)
um R dar.

Bei der Transformation von Koordinaten
betrachten wir nur ein einziges Koordina-
tensystem, dessen Achsen im Raum festlie-
gen (raumfeste Achsen). Die Punktwolke
wird innerhalb dieses Raumes bewegt und
in Orientierung und Position verdndert
(Abb.2). Die mathematische Darstellung
ist:

ak =Ra (3)

In (3) ist a® der mit R transformierte Vektor
a. Beide Vorstellungen verhalten sich also
genau invers zueinander.

Werden nun mehrere Drehungen nachei-
nander ausgefiihrt, so ist (2) mehrfach an-
zuwenden. Es sei x ein Vektor im urspriing-
lichen Grund-System (Ground, G). Der
Raum wird um k gedreht (4). Diese Drehung
vom Grundsystem um k ergibt mit x* den
im gedrehten Raum dargestellten Vektor x.

AZ

Punktwolke

K

X

Abb. 2: Transformation einer Punktwolke.

Die nédchste Drehung von x* erfolgt um ¢
(5). Die Matrix R? dreht den bereits um
gedrehten Raum weiter in einen zusitzlich
um ¢ gedrehten Raum. Der Vektor x wird
nun zu x*?. Die ndchste Drehung erfolgt mit
R, um © aus dem bereits um k und ¢ ge-
drehten Raum heraus. Der Vektor x*** ist
also in einem um alle drei Winkel gedrehten

Raum dargestellt (6).

x = R{x" “)
x* = R¥x** %)
X"? = Ry X" (6)

Setzen wir nun (6) in (5) und das Ergebnis
daraus wieder in (4) ein, so folgt (7):

x = RGRYRY X" oder
kurz
x=R,R,R,X’ (7

Vektor x’ in Gleichung (7) stellt somit den
Vektor x in einem um «, ¢ und o gedrehten
Raum dar.
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Es ist deutlich, dass aufeinanderfolgende
Drehungen des Raumes grundsitzlich
durch Multiplikation der Drehmatrizen be-
wirkt werden, keinesfalls durch Addition
der Winkel. (7) kann auch als fortgesetzte
Transformation von x’ nach x aufgefasst
werden, dann aber mit der Reihenfolge o,

0. K.

3 Parametrisierung, Singularitaten
und Wahl der Drehreihenfolge

Die Gleichung (7) ist immer frei von Singu-
laritdten, da alle R orthogonale Matrizen
sind, d.h. ihre Inverse ist gleich der Trans-
ponierten und existiert daher in jedem Falle.
Die Parametrisierung von R mit Drehwin-
keln fiihrt jedoch regelméBig zu Problemen,
wenn der zweite Drehwinkel ein rechter
Winkel wird. Die erste Drehachse wird dann
genau in die dritte Drehachse hineingedreht,
sodass der erste und der dritte Winkel nicht
mehr voneinander unabhingig sind. Daraus
folgt, dass mit einem einzigen Satz von
Drehwinkeln nicht alle Raumrichtungen be-
schrieben werden koénnen. Abhilfe bietet
z.B. eine Parametrisierung nach RODRI-
GUES. Sie ist immer dann zu empfehlen,
wenn es nicht erforderlich ist, mit den Pa-
rametern eine Anschauung zu verbinden.
Alternativ kann man zwei verschiedene
Winkeldefinitionen zur Parametrisierung
wahlen, die den Vorteil einer sehr guten An-
schaulichkeit bieten:

Abb. 3. und Abb. 4. zeigen eine Empfeh-
lung zur Definition von Drehwinkeln fiir
terrestrische Bilder und fiir Luftbilder. In
beiden Definitionen sind fiir Standardauf-
nahmefille die Drehwinkel Null. Entschei-
dend ist zusatzlich die Wahl der Drehreihen-
folge:

Unm fiir terrestrische Drehwinkel eine Ver-
kntlipfung zwischen den Orientierungswin-
keln eines Bildes und von einem Phototheo-
doliten gemessenen Aufnahmerichtungen
herzustellen sowie fiir eine gute Anschau-
lichkeit der Aufnahmerichtungen ist drin-
gend die Drehreihenfolge ¢, ®, x empfohlen.
Dann ist ¢ der Horizontalwinkel, ® der Ho-
henwinkel und « die Bilddrehung. Die Kol-

=<

Abb. 3: Terrestrische Drehwinkel.

B N

Xo =(Xo, Yo. Zo)

Abb. 4: Luftbilddrehwinkel.

linearititsgleichung lautet dann fiir terrest-
rische Bilder:

X-X, = AR, R,R.X’ (8)

Fiir Luftbilder werden in der Praxis die
Drehreihenfolgen ¢, o, x oder ®, ¢, K be-
vorzugt. Im von mir entwickelten Biindel-
programm BINGO wird ¢, o, k¥ benutzt.
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Diese Festlegung wiirde ich heute anders
treffen, namlich k, ¢, o, weil dann auch bei
schrigen Luftaufnahmen eine gute An-
schauung der tatsdchlichen Aufnahmerich-
tung ermoglicht wird. Abb.5 zeigt einen
Bildflieger, der in Steigflug mit ¢ = 33 gon
Aufnahmen macht. Wir unterstellen hier
Schrigaufnahmen seitlich aus dem Flieger
heraus mit ® = 50 gon. Bei West-Ost Flug-
richtung ist kK = 0 gon. In diesem Fall sind
auch bei einer Drehreihenfolge ¢, o, x die
Winkel ¢ = 33 und o = 50.

Wird nun nur die Flugrichtung auf
k = 250 gedndert (Abb.6), so bleiben die
Winkel ¢ =33 und ® = 50 nur bei einer
Drehreihenfolge k, @, ® mit ihren Werten
erhalten. Bei einer Drehreihenfolge ¢, o, ¥
sind die Winkel dann ¢ = — 56, ® = — 16
und k¥ = — 156. Die Anschauung ist also
vollstandig verloren gegangen. Das liegt
daran, dass die k-Drehung in einem Raum
erfolgt, der bereits um ¢ und o gedreht ist,
also selbst schriag im Raum liegt.

X-X, = AR, R,R,X’ 9)

Fir Luftbilder wird daher die Kollineari-
tatsgleichung (9) empfohlen.

Abb. 6: Flugsituation bei x = 250.

4 Inertialsysteme

Auch bei der Kalibrierung von Inertialsyste-
men wie AEROcontrol sind Koordinaten-
systeme und Drehreihenfolgen sorgfiltig
auszuwihlen. Besondere Beachtung kommt
der Reihenfolge der Drehmatrizen zu. Eine
nicht strenge Formulierung der Beziehun-
gen fithrt schnell zu falschen Ergebnissen.
Haéufig wird in der Praxis beobachtet, dass
sogar die aus einer Aerotriangulation ermit-
telten Drehwinkel direkt durch Subtraktion
mit den Messwerten der IMU (inertial meas-
urement unit) verglichen werden. Dies ist in
jedem Falle unzuldssig. Die Drehung zwi-
schen IMU und Kamera kann nur mit einer
Drehmatrix formuliert werden.

Da auch bei sorgfiltigster Montage der
IMU an der Kamera immer eine kleine
Schiefstellung zwischen den Achsen der
IMU und der Kamera iibrig bleibt, ist diese
Schiefstellung durch Kalibrierung zu be-
stimmen. Fiir die Praxis wird empfohlen, die
gegenseitige Schiefstellung der Achsen di-
rekt in einem Schritt innerhalb der Biindel-
triangulation zu bestimmen. Dazu sind
dann nicht einmal Passpunkte erforderlich,
weil die GPS Daten den Bildverband bei
sinnvoller Anordnung voll ausreichend stiit-
zen.

Die IMU liefert pro Foto die Orientie-
rung der IMU — nicht des Fotos. Gegeben
sei fiir ein Foto die Drehmatrix der IMU
Ri, die das Objektsystem in den IMU-
Raum dreht. Aus jedem Punkt x im Objekt-
raum wird nach (10) a'im IMU-Raum. Die
Drehung des Objektraumes ins Foto wird
mit (11) beschrieben.

x = R§a' (10)

_ F 9
x = Rgx

(11

Die Weiterdrehung des Bildraumes ins Sys-
tem der IMU erfolgt mit (12). Durch Ein-
setzen von (12) in (11) und gleichsetzen mit
(10) erhalten wir die Beziehung (13) zwi-
schen Foto und IMU. Die Matrix R} ist die
kalibrierte Weiterdrehung des Bildes ins
System der IMU.
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x’ = Rfa'

(12)
(13)

Die grundlegende Beziehung (13) ist die Ba-
sis fiir die Kalibrierung der IMU. Gleichgiil-
tig ob die Elemente der Matrix R} an einem
Testblock bestimmt werden, oder ob eine
Biindelblockausgleichung durch IMU-Wer-
te stabilisiert werden soll, es wird fur alle
Fille empfohlen, diese Matrixelemente si-
multan in der Bilindelblockausgleichung zu
ermitteln. Dazu ist eine Linearisierung nach
TAYLOR vorzunchmen, die dann auf ein
recht umfangreiches Gleichungssystem
fihrt. @, Q, K sind die gemessenen Winkel
der IMU, v®, vQ, vK deren Verbesserungen
und do, do, dk die gesuchten Kalibrierwin-
kel.

R, = RER}

D+ v =1, (9, 0, x, do, do, dk)
Q+vQ =1 (9, ®, x, do, do, dk)
K+ vK =1 (¢, o, x, do, do, dk)

(14)

Im Biindelblockprogramm BINGO werden
diese Kalibrierwinkel automatisch als Un-
bekannte berticksichtigt, sobald IMU-Win-
kel als Beobachtungen gegeben sind.

5 Wahl des Koordinatensystems

Eine IMU liefert die Winkel fiir jeden Punkt
sofort direkt im Schwerefeld der Erde. Jeder
Messwert hat also seinen Bezug in einem lo-
kalen Tangentialsystem, dessen Ursprung
im jeweiligen Messpunkt liegt. Die Nord-
richtung ist bis auf sehr kleine Restfehler
Geographisch Nord. Liegen die Passpunkt-
koordinaten im UTM oder GauB-Kriiger-
System vor, so sind die IMU-Winkel ledig-
lich um die Meridiankonvergenz zu korri-

gieren um sie ebenfalls streng in ein solches
System zu libertragen.

Die Messwerte der IMU liefern keinerlei
Anlass, eine Ubertragung aller Koordinaten
und Winkel in ein lokales Tangentialsystem
vorzunehmen. Diese von anderen Autoren
teilweise vorgeschlagene Vorgehensweise ist
beziiglich der IMU-Winkel unbegriindet.
Allenfalls konnten die verzerrten Koordina-
ten von Passpunkten und DGPS-Projek-
tionszentren eine solche Vorgehensweise be-
griinden. Wer also bisher trotz Projektions-
verzerrungen von UTM oder GauB3-Kriiger
seine Biindelblocke in diesen Systemen aus-
geglichen hat, muss wegen der IMU-Winkel
auf keinen Fall eine Anderung der Vorge-
hensweise vornehmen.

Bisherige Erfahrungen rechtfertigten
noch in keinem Falle einer normalen Biin-
delausgleichung einen Ubergang in ein loka-
les Tangentialsystem.
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